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Resumen y Abstract IX
 
Resumen 
En el presente documento se realiza un análisis al modelo Hiperelástico, partiendo de la 
formulación basada en la mecánica del medio continuo y aplicándolo mediante el método 
numérico de los elementos finitos. La formulación es implementada y validada para los 
modelos Kirchhoff, Neo Hooke y Gent, aplicada en la simulación de estructuras celulares 
que presentan comportamiento no lineal en grandes deformaciones. Los resultados 
demuestran una aproximación acertada al compararlos con experimentos reales, citados 
de artículos de investigación en el campo. 
 





In this thesis document an analysis is performed to hyperelastic model, starting on the 
formulation based on continuum mechanics and applying it through the numerical finite 
element method. The formulation is implemented and validated for the Kirchhoff, 
NeoHooke and Gent models, then applied in the simulation of cellular structures having 
large nonlinear deformation behavior. The results demonstrate a successful approach 
when compared to actual experiments, cited in related research articles. 
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El modelamiento matemático de problemas de elasticidad de materiales ha sido estudiado 
y utilizado ampliamente en tecnologías y aplicaciones de ingeniería. Aplicaciones en 
campos de la ingeniería mecánica, civil, biomédica, ciencias de materiales, 
nanomateriales, biotecnología entre otras, han sido beneficiadas en cuanto a la solución 
de problemas complejos mediante el uso de los métodos numéricos empleados para la 
solución de problemas de pequeñas y grandes deformaciones. El método más usado 
comercialmente es la formulación Buvnov-Galerkin para el análisis de Elementos Finitos y 
es el método empleado en este trabajo de tesis. 
 
La elasticidad en pequeñas y grandes deformaciones basa su modelamiento en la 
mecánica del medio continuo. Para comprender el análisis del modelo elástico es 
necesario asumir el concepto de continuidad de la materia. De ante mano se conoce que 
la materia está compuesta por moléculas, las moléculas por átomos, y estos a su vez se 
componen de partículas subatómicas. De esta forma, la materia no es continua, y no llena 
completamente el volumen que ocupa en el espacio, el cual se considera continuo. En la 
definición del medio continuo se asume que la materia es continua e ignora la composición 
discreta de los cuerpos materiales, también asume que la materia esta uniformemente 
distribuida sobre el cuerpo y llena completamente el volumen que ocupa en el espacio. 
 
Bajo las anteriores suposiciones, el medio continuo está conformado por un conjunto 
infinito de partículas, que al ignorar sus discontinuidades, la descripción matemática del 
medio y de sus propiedades se puede realizar mediante funciones continuas. 
 
El análisis del comportamiento cinemático y mecánico de los materiales en el medio 
continuo es conocido como Mecánica del medio continuo y tiene 2 focos de estudio: el 
primero encargado de derivar las ecuaciones fundamentales válidas para todo el medio 
continuo, basadas en las leyes universales de la física tales como conservación de masa, 
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principios de energía y momentum etc. El segundo desarrolla las ecuaciones y modelos 
constitutivos que caracterizan el comportamiento de materiales específicos. [1] 
 
La elasticidad de los materiales, modelada bajo la aceptación del medio continuo, se 
caracteriza por seguir dos condiciones: 1) el esfuerzo del material es una única función de 
la deformación, y 2) el material tiene la propiedad de recuperar su forma “natural” después 
de remover las fuerzas aplicadas. De esta forma, un material puede presentar 
comportamiento elástico lineal, no lineal, o ser inelástico.[1] 
 
El análisis de las teorías de elasticidad ofrece modelos útiles y confiables para el diseño 
en aplicaciones de ingeniería, especialmente aquellas que involucran materiales 
estructurales como metales, madera, concreto, polímeros e incluso estructuras de tejidos 
biológicos comúnmente analizados en el campo de la biomecánica. 
 
A continuación se presenta un breve resumen de las tendencias en trabajos con modelos 
hiperelásticos. Se continua luego con una presentación de la teoría de la elasticidad 
partiendo de la formulación basada en la mecánica del medio continuo, luego se realiza un 
análisis a los modelos constitutivos del comportamiento hiperelástico de los materiales, 
posteriormente se explica la metodología del método numérico de los elementos finitos y 
luego se aplica el método en la solución del problema elástico lineal, no lineal e 
hiperelástico mediante los modelos Kirchhoff y Neo Hooke. La formulación es validada y 
posteriormente aplicada en la simulación de un tejido cartilaginoso que presenta 
comportamiento de grandes deformaciones, se comparan los resultados de los diferentes 
modelos constitutivos con experimentos tomados de artículos de investigación. Finalmente 





La teoría de la elasticidad, en contraste con la teoría de mecánica del medio continuo, es 
una teoría diseñada para tratar explícitamente una respuesta especial de los materiales 
con una fuerza aplicada, denominada respuesta elástica, en la cual, el esfuerzo en 
cualquier punto   en un cuerpo material depende solo de la deformación simultanea de la 
vecindad inmediata al punto  . Generalmente, relación entre esfuerzo y deformación es no 
lineal y la teoría es llamada Teoría de elasticidad no lineal. Sin embargo, si la relación entre 
esfuerzo y deformación es lineal el material se denomina elástico lineal.[2]  
Un material elástico de comportamiento no lineal, para el cual el trabajo es independiente 
de la historia de la carga se dice ser material hiperelástico o elástico Green. Para este tipo 
de material la ecuación constitutiva que relaciona tensiones y deformaciones puede 
obtenerse a partir de una potencial elástico o energía elástica de deformación que sea 
función de estado. 
La elasticidad no lineal juega un rol fundamental en el modelamiento de la respuesta 
mecánica de muchos materiales estructurales, poliméricos y biológicos. De esta 
formulación han surgido numerosos avances en cada campo. A continuación un breve 
repaso de los antecedentes históricos el desarrollo de la elasticidad como materia de 
investigación. 
1.1 Antecedentes 
Su descripción y análisis se basan en conceptos fundamentales de la mecánica clásica, 
conceptos que datan de trabajos desarrollados por Euler en 1770 y nociones que llevaron 
un desarrollo más formal en el siglo XIX por parte de pioneros como Cauchy, Navier, Green 
entre otros, dieron lugar a la teoría que hoy se conoce como mecánica del medio continuo.  
Después de la segunda guerra mundial, en 1947, Rivlin publica para la revista de física 
aplicada una solución al problema de torsión de un cilindro de caucho. Esto permitió a otros 
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investigadores nuevas ideas para su solución, generando varios trabajos que 
establecerían después los fundamentos de la mecánica del medio continuo. [3] 
En 1952 C. Truesdell público un importante estudio denominado “Fundamentos de 
mecánica de elasticidad y mecánica de fluidos” [4], en el cual se realiza una extensiva 
revisión crítica a los fundamentos de la teoría de elasticidad. Posteriormente, dicho estudio 
se publicó en forma de libro llamado “Continuum Mechanics” [5]. En 1956 fue publicado el 
trabajo “Teoría de campos no lineales en mecánica” [3] de Truesdell y Noll, presentando 
fundamentos de la teoría y desarrollos en la teoría constitutiva [6]. 
A partir de esos estudios, nuevos logros se alcanzaron mediante el uso de restricciones 
rigurosas y sistemáticas impuestas por la termodinámica, la derivación y uso de fórmulas 
representativas como consecuencia de las definiciones de comportamientos de diferentes 
materiales, el concepto de la simetría del material y el uso de restricciones a priori como 
consecuencia de los requerimientos matemáticos de los modelos estudiados. Esas ideas 
ayudaron a alcanzar el objetivo de las pruebas experimentales: encontrar el factor definitivo 
para determinar las ecuaciones constitutivas correctas. [7] 
En el campo de la elaboración de teorías constitutivas de elasticidad no lineal cabe resaltar 
como grandes pioneros a Rivlin en 1960, [8] Green y Zerna, Ogden [9], entre otros. [10]  
1.2 Tendencias recientes 
Las tecnologías modernas tales como nanotecnología, tecnologías de la información, 
microelectrónica, biotecnología, sistemas mecánicos, infraestructuras civiles y materiales 
inteligentes son trascendentales en los nuevos desarrollos y conforman la base de una 
nueva economía mundial [2]. La teoría de elasticidad es útil en el desarrollo de estas 
nuevas tecnologías y es evidenciado en las investigaciones y artículos de su aplicación en 
problemas de ingeniería. 
Las tendencias  modernas de investigación involucran soluciones que emplean métodos 
numéricos y requieren el uso de computadores digitales de alto rendimiento [2]. Se espera 
que esta tendencia continúe a medida que los avances en electrónica incrementen las 
capacidades de los computadores, y la disponibilidad de supercomputadores. Esto se ve 
reflejado en las propuestas de diversos métodos numéricos aplicados al problema elástico 
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encontrados en las bases de datos de artículos, publicaciones científicas y propuestas de 
nuevos modelos constitutivos.  
Un modelo constitutivo que ha sido de interés para varios autores es el recién propuesto 
modelo Gent. En 1996 el físico ingles Alan Gent propuso en [11] el uso de un modelo 
constitutivo de dos parámetros constantes para materiales hiperélasticos incompresibles e 
isotrópicos. Muchos autores han evaluado dicha propuesta y la han calificado como 
ingeniosa y robusta dada su simplicidad matemática. Cornelius y Horgan [12] afirman que 
el modelo constitutivo es significativamente robusto debido a su aproximación cercana a 
los experimentos físicos, lo que lo hace recomendable para aplicaciones de materiales tipo 
caucho, biomecánica y biomateriales suaves. Estos autores han trabajado en extensiones 
del modelo a materiales compresibles [13] y materiales termoelásticos [14], demostrando 
la versatilidad del modelo propuesto. Una apreciación similar la realiza Saccomandi en una 
revisión a los aspectos del modelo [15]. En 2010, Zhi Qiang Fen et al. publican el uso del 
modelo Gent para analizar el problemas de contacto/impacto con fricción de Coulomb y 
grandes deformaciones entre dos cuerpos hiperelásticos compresibles. Este modelo 
constitutivo es explorado y analizado en el presente documento.  
Un ejemplo representativo del amplio uso del método de los elementos finitos FEM es su 
aplicación a problemas hiperélasticos en estructuras de tejidos biológicos. En 2013 Groves 
et al. [16] publica el uso de FEM en un modelo hiperelástico isotrópico para la piel, se 
presentan resultados de ensayos a tensión aplicados a tejidos de piel humana y de ratón, 
y son comparados con simulaciones en elementos finitos con un modelo hiperelástico 
propuesto por Weiss et al. 1996 [17] y embebido con el modelo Veronda and Westmann, 
1970 [18]. Concluyendo un excelente coordinación entre los resultados el modelo 
computacional y las observaciones experimentales. En 2014 D.R. Nolan presenta en [19] 
un modelo hiperelástico anisotrópico robusto usando el modelo Holzapfel–Gasser–Ogden 
(HGO) para fibras de colágeno reforzadas, aplicadas inicialmente a tejido arterial, pero 
luego extendido al uso de otros tejidos biológicos suaves. 
Una implementación interesante la realiza Stephanie Marchesseau en [20], donde describe 
un modelo realístico de tejidos y órganos vivos para simulaciones de cirugías en tiempo 
real. Para lograrlo empleó el método de elementos finitos usando modelos que incluye 
hiperelasticidad, viscosidad y porosidad implementados en un esquema de integración 
temporal implícito. Para optimizar la simulación, presenta el método de descomposición 
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multiplicativa jacobiana de energía (MJED), usada para discretizar materiales 
hiperelásticos en mallas de tetraedros lineales que conlleva a un rápido ensamble de la 
matriz de rigidez comparado con el método convencional de elementos finitos. Finalmente 
se presentan los resultados y comparaciones entre los modelos hiperelástico, visco-
hiperelástico y poro-visco-hiperelástico.  
En el campo de los nanomateriales, varias investigaciones buscan modelar el 
comportamiento de los nuevos materiales bajo modelos hiperelásticos. En 2010 J. N. 
Reddy et.al presenta en [21] una homogenización no lineal de materiales hiperelásticos 
para lograr una aproximación a las propiedades de los nanotubos de carbón usados como 
andamios tisulares. Las propiedades constitutivas estimadas demuestran una excelente 
comparación con los estudios experimentales. Posteriormente, en [22] Reddy estima las 
propiedades de compresibilidad de nanoestructuras poliméricas reforzadas con nanotubos 
de carbón usando simulaciones multiescala. También estima propiedades del sistema 
nanocompuesto usando modelos de interfaces.   
En [23] Saavedra et. al. usa un modelo hiperelástico tipo Ogden para describir la respuesta 
mecánica de un nanotubo de carbón de pared sencilla. Mediante ensayos de tensión se 
determinan las constantes del modelo del material. Se usa el método de elementos finitos 
con el modelo propuesto y sus resultados se asemejan bastante a los arrojados por los 
ensayos a tensión. 
El uso de los modelos también es usado para brindar soluciones a nivel industrial. Una 
aplicación interesante la realiza Matsuda A. et al. en [15], en el que se desarrolla un modelo 
hiperelástico anisotrópico a partir de ensayos a tensión para nuevos diseños de trajes de 
natación deportiva. El modelo propuesto demuestra una excelente aproximación a los 
resultados de los ensayos a tensión, con cargas cíclicas aplicadas. En 2014 Soe et. Al. 
[24] realizan una caracterización mecánica del Duraform® Flex, un polímero 
manufacturado mediante el proceso de sinterizado laser. El artículo demuestra como los 
ensayos a tensión son traducidos a modelos hiperelásticos y posteriormente simulados en 
elementos finitos para optimizar diseños y ampliar el uso del material como alternativas 
para productos deportivos. 
La descripción de modelos hiperelásticos para nuevos materiales, así como para tejidos 
biológicos y nanoestructuras es fundamental para desarrollos de nuevas tecnologías. Las 
Capítulo 1 7
 
simulaciones representan una ventaja para el entendimiento y caracterización de 
fenómenos físicos, así como la predicción de resultados en experimentos, optimización de 
diseños y simulaciones de procesos en tiempo real. Es notable como las tendencias en 
varios campos del conocimiento incluyen inevitablemente el uso de modelos matemáticos 














2. Marco Teórico 
2.1 Elasticidad 
El fenómeno de la elasticidad lineal relaciona los esfuerzos, deformaciones y 
desplazamientos que sufre el cuerpo sólido. El objetivo del análisis de este fenómeno recae 
en conocer a exactitud dichos parámetros, ya que describen el problema de manera 
general. Partiendo de las ecuaciones de gobierno, se asume una formulación Lagrangiana 
de la que se extrae la ecuación de conservación de momentum: 
  ∙  +    =   ̈ 2.1 
Donde   es la densidad del material,   el tensor de esfuerzos,   las fuerzas de cuerpo y   
los desplazamientos del cuerpo. Como método de solución, se busca predecir los 
desplazamientos mediante el método de los elementos finitos, siendo estos suficientes 
para hallar las deformaciones y por consiguiente los esfuerzos. 
El modelo elástico para problemas estáticos suprime los términos de aceleración 
asumiendo que las cargas son aplicadas lentamente y que las fuerzas inerciales son muy 
pequeñas. Al eliminar el término de aceleración se obtiene la ecuación de equilibrio: 
  ∙  +    = 0 2.2 
∂σ  
∂x 
+     = 0 2.3 
 
2.1.1 Elasticidad Lineal 
El método de elementos finitos se basa en discretizar el dominio del problema en un 
número finito de elementos. Cada elemento contendrá una porción de información del 
conjunto, según su ubicación en el espacio, y dicha información se transfiere a los nodos 
que conforman cada uno de los elementos y es de interés para el análisis extraer esa 
información.  
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Conforme a la formulación de elementos finitos, se definen a continuación las relaciones 
entre el esfuerzo, deformación y desplazamiento para la descripción del problema elástico 
lineal para el problema estático. 
Un elemento finito típico, está definido por sus nodos  , , , ,   . y fronteras de linea recta. 
Los desplazamientos nodales   en cualquier punto del elemento, pueden ser aproximados 
al vector  . 
  ≈   =    a 




















Donde   son las funciones de forma y    representa la lista de desplazamientos nodales 
para un elemento particular. En el capítulo 3 del presente documento, se obtienen las 
funciones de forma y sus derivadas para un elemento cuadrático. 
Los desplazamientos se definen en función de las coordenadas del sistema de referencia. 











   y    son los correspondientes desplazamientos del nodo  . 
2.1.2 Deformaciones 
Conociendo los desplazamientos en cada nodo de los elementos, las deformaciones 










  ≈   =    2.8 
Siendo   un operador lineal que denota la derivada con respecto a un punto material, de 
tal forma que represente la derivada parcial de las funciones de forma   con respecto a 





  =    = ( , , ) 2.10 
Para el caso de esfuerzo plano, las deformaciones que ocurren en el plano son definidas 

























































































Con las funciones de forma    ;   ;    y    determinadas para un elemento de cuatro 
























































Si la forma lineal de esas funciones es adoptada, entonces las deformaciones serán 
constantes a través del elemento[25]. 
2.1.3 Esfuerzos 
En general, el material dentro de las fronteras elementales puede estar sujeto a 
deformaciones iniciales debido a cambios de temperatura, contracciones, crecimiento 
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cristalino etc. Si dichos esfuerzos se representan con    entonces los esfuerzos    se 
calculan con la diferencia entre la deformación actual   y la inicial   . 
De igual forma, es conveniente asumir que el cuerpo puede estar sometido a un esfuerzo 
inicial   . Este esfuerzo puede adicionarse simplemente a la definición general. Así, 
asumiendo un comportamiento general elástico lineal, la relación entre esfuerzos y 
deformaciones será lineal y de la forma: 
  =  ( −   ) +    2.14 
La anterior es la ecuación constitutiva, donde   es la matriz de elasticidad que contiene 
las propiedades del material, más adelante denominado el tensor de cuarto orden del 
modelo constitutivo o modulo tangente. 
De nuevo, para el caso particular de esfuerzo plano, los tres componentes de esfuerzo 












La matriz   puede ser definida para casi cualquier material. A continuación se presentan 
los casos especiales en dos dimensiones en las que los esfuerzos y las deformaciones 
solo son considerados en el plano   , definiendo para cada caso la matriz de elasticidad 
  para un material isotrópico 
Esfuerzo plano en material Isotrópico. Por definición, todos los componentes de los 
esfuerzos que no estén en el plano    son cero y no contribuyen al trabajo interno. La 
matriz   puede ser obtenida de la relación esfuerzo-deformación: 






















     2.19 
Donde   es el módulo de elasticidad y   el coeficiente de Poisson. Resolviendo para los 











Deformación plana en material Isotrópico. Los esfuerzos en una dirección perpendicular 
al plano  no son cero, aunque, por definición las deformaciones en esa dirección son 
nulas y por lo tanto, los esfuerzos en esa dirección no contribuyen al trabajo interno. 




















    −        =
2(1 +  )
 











+ (  )  = 0 2.24 
Despejando   : 
   =      +     −  (  )  2.25 




(1 +  )(1 − 2 )
 
1 −     0
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Retomando la expresión para las deformaciones aproximadas ecuación (5), los esfuerzos 
en cualquier punto del elemento puede obtenerse mediante la relación: 
  =     −     +    2.28 
2.1.4 Fuerzas Nodales Equivalentes 
Las fuerzas nodales que son estáticamente equivalentes a los esfuerzos en los contornos 

















Conteniendo el mismo número de componentes correspondientes a los desplazamientos 
nodales    orientados en las correspondientes direcciones.[25] 
Las fuerzas de cuerpo distribuidas   son definidas como aquellas actuando en una unidad 
de volumen del material contenido en el elemento con las direcciones correspondientes a 
los desplazamientos   en cada punto. Para el caso particular de esfuerzo plano, las fuerzas 





Tomando los desplazamientos y deformaciones ya definidos, como desplazamientos 
virtuales  , deformaciones virtuales  , se procede a igualar el trabajo externo (fuerza por 
desplazamiento)     con el trabajo interno por unidad de volumen hecho por los esfuerzos 
y las fuerzas distribuidas: 




Reemplazando los desplazamientos por sus aproximaciones con las funciones de forma: 
     =   (    −    )  2.32 
Integrando sobre el volumen del elemento   : 
     =         
  
     −     
  
     2.33 
  =     
  
     −     
  
     2.34 
Esta ecuación es válida para toda relación lineal esfuerzo-deformación y puede ser 
escrita como: 
  =    +    2.35 
Donde   es la matriz de rigidez tangencial del elemento: 
  =     
  
     2.36 
Y   las fuerzas de cuerpo distribuidas 









Nótese que se han adicionado los términos correspondientes a las deformaciones y 
esfuerzos iniciales. 
Esta aproximación se puede generalizar a un dominio completo, abandonado el concepto 
de fuerzas internas nodales. Aplicando a todo el medio continuo, para un desplazamiento 
virtual    se escribe la suma del trabajo interno y externo como: 





2.1.5 Caso Axisimétrico 
La distribución de esfuerzos en cuerpos de revolución o solidos axisimétricos, bajo carga 
axisimétrica es comúnmente usado en por practicidad matemática. Los problemas 
presentados son similares a los de tensión plana y deformación plana, ya que se pueden 
simplificar a problemas bidimensionales. Por simetría, los dos componentes de 
desplazamientos en cualquier sección plana del cuerpo a lo largo de su eje de simetría, 
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define completamente el estado de deformación y por lo tanto de esfuerzos. Si   y   
denotan las coordenadas radiales y axiales de un punto respectivamente, entonces   y   
serán sus desplazamientos correspondientes. Por lo tanto las funciones de 
desplazamientos son las mismas indicadas en los casos anteriores. 
La deformación en el caso axisimétrico implica que para cada desplazamiento radial con 
lleve a una deformación en la dirección circunferencial y los esfuerzos no serán nulos para 
esta dirección, por lo cual deben ser considerados en un cuarto componente dentro de los 


































































  =    2.39 
Para un análisis por elementos finitos, para elementos cuadriláteros de cuatro nodos, la 






































































Las funciones de forma usadas para el caso axisimétrico son las mismas usadas para los 
casos anteriores. 










  =  ( −   ) +    2.41 
Se obtiene, para un material isotrópico. 
  =
 






1 −     0  











Para el caso axisimétrico, la integral se realiza sobre el aro del material, por lo tanto la 
matriz de rigidez tangencial será: 
  = 2     
  
      = 2       
    
        2.43 
Y   las fuerzas de cuerpo distribuidas 









Las fuerzas externas nodales deben ser corregidas, teniendo en cuenta que su efecto 
actúa sobre toda la circunferencia que forma el nodo del elemento. Si    y    representan 
las componentes de las fuerzas nodales, entonces: 
   = 2       y      = 2     2.45 
 
2.2 Elasticidad en el Medio Continuo 
Asumiendo la definición del medio continuo, donde suponemos la composición de la 
materia como un conjunto de partículas al cual se ignoran sus imperfecciones y se asume 
una distribución continua y homogénea de la masa en el volumen que ocupa en el espacio 
continuo, se puede realizar una descripción completa del desplazamiento de la materia de 
un cuerpo continuo debido a deformaciones y esfuerzos producidos al aplicar cargas sobre 
el mismo. Dicha descripción es conocida como mecánica de sólidos en el medio continuo. 
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2.2.1 Movimiento en el medio continuo 
En la descripción lineal del movimiento de cuerpos sólidos las deformaciones y los 
desplazamientos se consideran muy pequeños y el material es linealmente elástico. 
Adicionalmente, las ecuaciones de equilibrio se calculan usando la configuración 
indeformada del cuerpo. 
El comportamiento geométrico no lineal, cuyos cambios en la geometría del cuerpo, ya 
sean grandes o pequeños, tienen efectos significativos en las características de carga-
desplazamiento del cuerpo. Cuando los cambios geométricos son significantes, es decir, 
los desplazamientos y deformaciones son grandes, la geometría del cuerpo debe ser 
actualizada para determinar la nueva posición   de un punto material   .[26] 
Supongamos un cuerpo ocupando una configuración inicial    en el cual una partícula 
cualquiera del cuerpo ocupa la posición  , referida al sistema cartesiano (  ,  ,  ) de 
coordenadas materiales. Después de la aplicación de las cargas el cuerpo se deforma, 
desplaza y asume una nueva configuración  , en la cual la partícula ahora ocupa la 
posición  . (Figura 2-1: Configuraciones de referencia y actualizada ). 
Figura 2-1: Configuraciones de referencia y actualizada 
 





 En la primera descripción cualquier formulación realizada respecto a la configuración 
de referencia    es denominada Formulación Lagrangiana Total. En ella, el movimiento 
del cuerpo es referido a la configuración inicial o de referencia   , también llamada 
configuración indeformada. De esta forma, las coordenadas actuales de la partícula 
(  ,  ,  ) se expresan en términos de las coordenadas de referencia (  ,  ,  ): 
  =  ( , ) 2.46 
 Una formulación expresada en términos de desplazamientos, esfuerzos y 
deformaciones medidos en la configuración actual  , también llamada configuración 
deformada o Euleriana, es llamada Formulación Lagrangiana Actualizada. De forma 
análoga, las coordenadas iniciales de la partícula (  ,  ,  ) se pueden expresar en 
términos de las coordenadas actuales (  ,  ,  ): 
  =  ( , ) 2.47 
El desplazamiento de la partícula, de la configuración de referencia a la configuración 
actual es: 
  =   −       ó       =    −  
  2.48 
Así mismo, los desplazamientos pueden ser expresados en términos de    o de  , es decir, 
se puede expresar   como una formulación Lagrangiana Total o Actualizada: 
 ( , ) =  ( , ) −    2.49 
 ( , ) =   −  ( , )   2.50 
2.2.2 Deformación 
Si consideramos dos puntos   y   en el cuerpo con coordenadas        , la posición de   
realtiva a   está dada por el vector elemental     en la configuración indeformada   : 
   =    −     2.51 
Y en la configuración deformada: 
   =    −     2.52 
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Figura 2-2: Deformación de un segmento PQ 
 
La relación que hay entre el segmento material     y el segmento actual deformado    está 
dada por un tensor bipunto denominado tensor gradiente de deformación  : 
   =   ∙    2.53 
























El Tensor gradiente deformación también puede ser definido en términos de los 




















Donde   es el tensor identidad. 
Ahora consideremos nuevamente los puntos   y   separados por     en la configuración 
de indeformada y por    en la configuración deformada. La distancia entre los puntos   y 
  para las dos configuraciones se expresan: 
(  )  =    ∙    2.60 
(  )  =    ∙   = (  ∙  ) ∙(  ∙  ) =     ∙    ∙   ∙   =      ∙  ∙    2.61 
Donde   es el Tensor de deformación Cauchy­Green por derecha: 
  =     ∙   2.62 
Este tensor es simétrico en coordenadas cartesianas. 
El cambio del cuadrado de las distancias que ocurre mientras el cuerpo se deforma de la 
configuración inicial a la actual puede ser expresado en términos relativos a la distancia 
inicial como: 
(  )  − (  )  = 2   ∙  ∙    2.63 




    ∙  −    =
 
 
(  −  ) 2.64 





















De igual forma, podemos calcular el cambio de los cuadrados de la distancia entre p y q 
relativos a la configuración actual: 
(  )  − (  )  = 2   ∙  ∙   2.66 




   −     ∙     =
 
 
(  −    ) 2.67 
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Donde   es el Tensor de deformación de Cauchy y su inversa es llamada el Tensor de 
deformación Cauchy­Green por izquierda. Su definición se puede dar partiendo del tensor 


















    =     ∙    
  =    ∙    
2.70 






















De las ecuaciones 2.65 y 2.67 podemos identificar los términos no lineales. Al comparar 
con la ecuación 2.11 que describe la deformación lineal podemos verificar que para 





































Las ecuaciones de movimiento o equilibrio se derivan de la configuración deformada en el 
tiempo  . Sin embargo, mientras la geometría de la configuración deformada sea 
desconocida las ecuaciones deben escribirse en términos de la configuración indeformada 
conocida [26]. Manteniendo esa premisa, en problemas no lineales se pueden definir varias 
medidas de esfuerzo: 
 Esfuerzos de Cauchy,   




 Segundo Tensor de esfuerzos Piola­Kirchhoff,   
 Tensor de Kirchhoff,   
 
Consideremos un cuerpo en la configuración deformada, se denota una fuerza   ( ) 
aplicada a una pequeña área      localizada en la posición  , donde   es el vector unitario 
normal al área  . El vector esfuerzo se puede definir como  ( ) =
  
  
. El Tensor de 
esfuerzos de Cauchy  , también llamado tensor de esfuerzos verdaderos se define como 
la fuerza actual por unidad de área deformada. 
   =      =    ∙    donde       =     2.73 
     =   ∙    2.74 
La anterior ecuación es llamada la ley de Cauchy, donde   es también llamada la tracción 
sobre la superficie. 
Para expresar    en términos del área indeformada   , se requiere el primer tensor de 
esfuerzos de Piola-kirchhoff  : 
   =    ∙   donde    =      2.75 
     =    ∙    2.76 
Donde     es el vector unitario normal al área indeformada  . 
De manera análoga, se puede escribir la fuerza    aplicada al área deformada, en términos 
de la configuración indeformada mediante el tensor gradiente de deformación: 
   =     ∙   =     ∙(   ∙ ) =    ∙    ∙  =    ∙  2.77 
Así, el segundo tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff da la fuerza transformada por 
unidad de área indeformada [26]. 
Los esfuerzos medidos para las diferentes configuraciones se relacionan entre sí mediante 
las siguientes transformaciones, se usa   como el determinante del tensor gradiente de 
deformación  : 
  =    ( ) 2.78 
  =      ∙  =      ∙  ∙   2.79 
  =      ∙  =   ∙   2.80 
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  =      ∙  ∙    =   ∙    2.81 
  =    =   ∙  =   ∙  ∙   2.82 
 
2.3 Modelos Constitutivos: Hiperelásticidad 
En la descripción matemática del comportamiento de un material, la respuesta se 
caracteriza por medio de una ecuación constitutiva que calcula el esfuerzo como una 
función de la historia de la deformación del cuerpo. Las relaciones constitutivas permiten 
distinguir un material de otro. [27] 
Muchas aplicaciones de ingeniería involucran pequeñas deformaciones y grandes 
rotaciones. En esos problemas los efectos de grandes deformaciones se deben a 
rotaciones. La respuesta del material puede ser modelada por una simple extensión de las 
leyes elásticas lineales reemplazando el esfuerzo por el segundo tensor Piola-Kirchhoff y 
la deformación lineal por el tensor deformación de Green-Lagrange. Este material es 
llamado un material Saint Venant­Kirchhoff, o material Kirchhoff. El modelo general es: 
  =  :        ó           =          2.83 
Donde   es un tensor de cuarto orden del módulo elástico, el cual es constante para el 
material Kirchhoff. Esto representa la generalización de los estados multiaxiales del 
esfuerzo y la deformación.[27] 
Para el material Kirchhoff existe un una función de energía potencial de deformación 
elástica. La energía de deformación por unidad de volumen está dada por: 


























La igualdad sostiene que si y solo si   = 0, lo que implica que   es un tensor de cuarto 








La matriz de constantes elásticas suelen ser implementadas en notación Voigt, dada la 
dificultad que conlleva trabajar con matrices de cuarto orden: 
{ } = [ ]{ } 2.88 
2.3.1 Materiales Hiperelásticos 
Los materiales para los cuales el comportamiento constitutivo solo depende del estado 
actual de la deformación se conocen como elásticos. El caso especial de un material, en 
el que el trabajo hecho por los esfuerzos durante la deformación depende solo del estado 
inicial y la configuración del cuerpo deformado, se denomina material Hiperelástico.[26] 
Los materiales Hiperelásticos se caracterizan por la existencia de una función de energía 








Donde   es la energía potencial almacenada en función de  . Cuando el potencial es 
escrito como función del tensor de deformación Green-Lagrnage  , se usa la notación   
donde la relación entre las dos funciones escalares están dadas por: 
 ( ) =  (2  +  )  2.90 
Una consecuencia de la existencia de una función de energía almacenada es que el trabajo 
hecho en un material Hiperelástico es independiente del camino de la deformación. Este 
comportamiento es observado en varios materiales similares al caucho. Para ilustrar la 
independencia del trabajo del camino transcurso de la deformación, se considera la 
energía almacenada por unidad de volumen indeformada, pasando de un estado    a un 
estado    se tiene: 












   =  (  ) −  (  ) 2.91 
Y la energía almacenada en el material depende solo del estado inicial y final de 
deformación y es independiente de la camino de la deformación [27].  
De manera análoga se puede obtener el primer tensor de esfuerzos Piola-Kirchhoff como 













El tensor material de elasticidad o segundo tensor de elasticidad, es un tensor de cuarto 












Este tensor es útil para obtener la ecuación constitutiva: 
  =        2.94 
Donde los corchetes rectos indican la notación Voigt del tensor de cuarto orden    . 
Para un análisis realizado en la configuración Lagrangiana Actualizada, la ecuación 
constitutiva del material es: 
  = [  ]  2.95 
Donde    es el tensor de cuarto orden denominado tensor espacial de elasticidad o cuarto 
tensor de elasticidad, y se obtiene a partir de aplicar la operación push­forward al tensor 
de elasticidad material: 
     
  =                      




2.3.2 Materiales Hiperelásticos Isotrópicos 
La energía potencial de deformación para un material hiperelástico isotrópico, con respecto 
a la configuración inicial o indeformada, se puede escribir como una función de los 
invariantes principales (  ,  ,  ) y sus derivadas del tensor deformación Cauchy-Green por 
derecha   de tal forma que   =  (  ,  ,  ). Lo anterior fue demostrado por Malvern en  [6], 
allí se busca una base de integridad irreducible para el tensor   bajo un grupo de simetría 
de transformaciones de coordenadas materiales. Para el caso del material isotrópico, el 
grupo consiste en el grupo ortogonal y su base de integridad irreducible consiste en las 
siguientes invariantes principales: 










  −         2.98 
  ( ) =     ( ) =               2.99 






=     2.100 
   
  




































    =            2.104 
El segundo tensor de esfuerzo Piola-Kirchhoff para un material hiperelástico está dado por 




















Por las derivadas de las invariantes principales con respecto al mismo tensor   tenemos: 



















Para el tensor de esfuerzos de Cauchy, en función de la energía de deformación potencial 
y el tensor de deformación Cauchy-Green por izquierda  : 













De lo anterior se puede notar que   es coaxial con  , es decir tienen las mismas direcciones 
principales, mientras que   es coaxial con  .[27] 
2.3.3 Modelo Neo Hooke 
El material Neo-Hooke es una extensión a grandes deformaciones de la ley de Hook lineal 
para materiales isotrópicos. La función de energía almacenada para un material Neo-





  −    ln   +
1
2
  (  ( ) −  ) 2.108 







(1 +  )(1 − 2 )
 2.110 
Los esfuerzos están dados por 
  =    ln   
   −   (  −  
  ),       =    (   ln    −   (  −  )), 2.111 
Considerando   =        =    −   ln   se obtienen los tensores de elasticidad material y 










  =          +          +         
2.112 
El tensor de elasticidad espacial para la configuración actualizada tiene la misma forma 




cortante. El tensor de elasticidad espacial en notación Voigt para un material Neo-Hookean 
para esfuerzo plano es: 
[   
  ] =  
  + 2    0
    + 2  0
0 0  
  2.113 
2.3.4 Material Mooney-Rivlin 
Rivlin y Saunders (1951) desarrollaron un modelo constitutivo hiperelástico para grandes 
deformaciones del caucho. El modelo es incompresible e isotrópico inicialmente. La función 
de energía potencial de deformación es de la forma   =  (  ,  ,  ). Para un material 
incompresible,   =       = 1 y por lo tanto    =      =  
  = 1. La función potencial puede 
ser escrita como una serie de expansión en        : 








Donde       son constantes. Mooney y Rivlin demostraron que la forma simple: 
  =  (  ,  ) =   (   − 3)  (   − 3) 2.115 
Se acerca a los resultados experimentales.  
Para mantener la restricción del material incompresible    = 1 equivalente a   = 1, se 
puede hacer uso de una función potencial restringida. Adicionalmente se usa una 
formulación penalizada. La función de penalización correspondiente es expresada como 
ln    = 0. En ese caso, la función de energía penalizada y la ecuación constitutiva es: 















       2.117 
EL parámetro de penalización   debe ser lo suficientemente grande para que el error de 
compresibilidad sea despreciable. Experimentos numéricos revelan que 10 max(  ,  ) <
  < 10 max(  ,  ) es adecuado para un carácter flotante de 64 bits de longitud. La 
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constante    se escoge de tal forma que   sea cero en la configuración inicial, es decir, 
   = − (   + 2  ).[27] 
La literatura recomienda también que las constantes         conserven la proporción con 
el modulo cortante   [28]: 
  =
E
2 (1 + ν)
  2.118 
  = 2(   +   ) 2.119 










= 2(    +   (    −  
 )) + 2(   +  (     )
 )    2.121 





















2.3.5 Material Gent 
En el año 1996, el Físico y Matemático inglés Alan Gent publicó el artículo “Una nueva 
relación constitutiva para el caucho” [11] el cual propone el uso de un modelo simple de 
dos parámetros para materiales hiperelásticos isotópicos e incompresibles. Dicha 
propuesta ha sido bien calificada por la comunidad científica, ya que a partir de ella se han 
modelado diversos materiales isotrópicos. El modelo es empírico pero tiene las ventajas 




observado experimentalmente en fenómenos de grandes deformaciones y solo involucra 
dos parámetros del material: el modulo cortante para deformaciones infinitesimales   y un 
parámetro que mide el valor máximo permisible de deformación   .[12] 
Las propiedades mecánicas de materiales elastómeros se describen en términos de la 
función de densidad de energía deformación  . La función propuesta por Alan Gent para 




   ln  1 −
   − 3
  
 ,        <    + 3 2.125 
Donde    es el primer invariante del tensor Cauchy-Green por derecha. Por ser la función 
dependiente de solo el primer invariante, el modelo es considerado también como un 
material neo­hook generalizado. El parámetro adimensional    ha sido evaluado para 
varias aplicaciones encontrando, a grandes rasgos que para cauchos y polímeros, un 
rango adecuado de su valor oscila entre 30 y 100. Para tejidos orgánicos el valor es muy 
pequeño. Por ejemplo, para el tejido de pared arterial se han sugerido valores entre 0.4 y 
2.3. [12] 
2.4 Linealización 
A continuación se derivan las expresiones para la matriz de rigidez tangente   para 
elementos lagrangianos. Encontraremos que parte de la expresión puede ser derivada 
independientemente de la respuesta del material. 
Las fuerzas nodales internas en la Forma Lagrangiana Total están dadas por: 













Donde el subíndice 0 indica la configuración inicial o indeformada,    es el tensor de 
esfuerzo nominal o Primer tensor Piola-Kirchhoff, con componentes    ,    son las 
funciones de forma nodales y    
  =    /   .  En la formulación Lagrangiana Total, la única 
variable que depende de la deformación y del tiempo, es el esfuerzo. En la formulación 
Lagrangiana Actualizada, el dominio del elemento (o del cuerpo), las derivadas espaciales 
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   /    y los esfuerzos de Cauchy dependen de la deformación y del tiempo lo que 
complica la derivación de la matriz de rigidez tangente. 
Aplicando la derivada temporal de las fuerzas nodales internas se tiene: 










Para obtener la matriz de rigidez      es necesario expresar la tasa de esfuerzos  ̇ en 
términos de las velocidades nodales mediante la ecuación constitutiva. Usando la 
transformación   =   ∙  , se aplica la derivada temporal: 
 ̇ =  ̇ ∙   +   ∙  ̇       o        ̇   =  ̇     
  +       
 ̇ 2.128 




















Lo anterior demuestra que el incremento de las fuerzas nodales consiste de dos partes: 
 La primera parte involucra el incremento del esfuerzo  ̇ y así depende de la respuesta 
material lo que lleva a que sea llamada la matriz de Rigidez Tangente     . 
 La segunda parte involucra el estado actual del esfuerzo  , y cuenta para efectos 
geométricos de la deformación (incluyendo rotación y alargamiento). Este término es 
llamado Rigidez Geométrica     . También es llamada matriz de esfuerzo inicial para 
indicar el estado existente del esfuerzo. 
Los cambios en las fuerzas nodales debidas a los efectos se expresan como: 
























2.4.1 Matriz Tangente de Rigidez Material 
Para simplificar el desarrollo se escriben las expresiones anteriores en notación Voigt: 




Donde { }̇  es la tasa de incremento del segundo tensor Piola-Kirchhoff en notación Voigt. 
La ecuación constitutiva en la forma incremental es: 
{ }̇ = [   ]{ }̇  2.134 
Relacionando el cambio del tensor de deformación Green-Lagrange con las velocidades 
nodales { }̇ =    ̇ donde  ̇ representa el vector de las velocidades nodales. 
Reemplazando 2.134 en 2.133 se tiene: 
 ̇    = ∫   
 [   ]   Ω   
 ̇      o           = ∫   
 [   ]   Ω   
   2.135 
Así, la matriz de rigidez tangente está dada por: 
     = ∫   
 [   ]   Ω   
     o        
    = ∫    
  [   ]    Ω   
   2.136 
La rigidez tangente material relaciona los incrementos de las fuerzas nodales con el 
incremento de los desplazamientos debido a la respuesta del material, lo que se refleja en 
el módulo tangente    . La forma de la rigidez tangente material es idéntica a la matriz de 
rigidez en la formulación lineal de elementos finitos. 
2.4.2 Rigidez Geométrica 




 y  ̇   =    
   ̇   



















  ̇  2.138 
Donde  









Estos términos son fácil de convertir a la formulación Lagrangiana Actualizada pasando los 












Donde    es el modulo tangente para la formulación Lagrangiana Actualizada que se 
deduce al aplicar la operación Push forward al módulo tangente    . 
El integrando en la rigidez geométrica es un escalar para dados valores de   y  , por lo que 
puede escribirse como 
   
   




Finalmente, la matriz de rigidez que completa el sistema de ecuaciones se obtiene 






2.4.3 El Método de Newton-Raphson 
Naturalmente, la solución del problema planteado por las ecuaciones no lineales no puede 
ser abordada directamente y siempre se requiere alguna forma de iteración. Se busca 
entonces un procedimiento en el cual se llegue a la solución de ecuaciones de la forma 
   =  . 
El principal problema en un análisis geométricamente no lineal es la solución de un grupo 
de ecuaciones no lineales para la estructura. Dependiendo de la historia de la carga, la 
rigidez de la estructura puede aumentar o disminuir, el camino de equilibrio puede ser 
estable o inestable y la estructura misma puede estar en estado de carga o descarga. La 




incrementales e iterativos. Un requerimiento del método de solución es la habilidad de 
sobrellevar los problemas numéricos asociados con cada tipo de comportamiento.[29] 
Para dar solución al problema no lineal se selecciona el método Newton-Raphson por sus 
características. Es probable que el proceso proporcione una convergencia rápida para la 
solución de problemas no lineales bajo la condición de que la solución inicial se encuentre 
dentro de la denominada ''zona de atracción'' y no ocurra divergencia. De hecho, es el 
único proceso en el que la convergencia es cuadrática.[30] 
Encerrando el problema en un solo término, el problema general se formula en función del 
parámetro de discretización   como la solución de: 
     =  (    ) =  (    ) −   2.144 
Que comienza con una solución de cuasi-equilibrio en: 
  =    ;        =   ;     =    2.145 
Y generalmente surge debido a cambios de las funciones de fuerza   de    a 
     =    + Δ   2.146 
La determinación del cambio de Δ   tal que  
     =    + Δ   2.147 
Será el objetivo y generalmente los incrementos de Δ   se mantendrán razonablemente 
pequeños de tal forma que se siga la dependencia de la historia. Siguiendo la discretización 
estándar con el desplazamiento como incógnita   =   =   , el término P de la ecuación 




Los parámetros   y su historia, junto con las relaciones constitutivas prescritas definen   y 
llevan al problema no lineal. Para una iteración   la ecuación 2.144 se puede aproximar 
hasta el primer orden de la forma: 
 (    
    ) =  (    







  = 0 2.149 
La iteración   comienza con la forma 
    






=    2.150 
Donde    es la matriz de rigidez correspondiente a la dirección tangente. La ecuación 
2.149 da inmediatamente la corrección iterativa en la forma 






      o        




   2.151 
Una serie de aproximación es sucesivas da 
    
    =    + Δ  
  =     
  +    







  2.153 
El proceso demuestra que puede conseguir una convergencia muy rápida con pocas 
iteraciones. 
 


















En el capítulo anterior se presentó el modelo típico que describe el problema elástico lineal, 
elástico no lineal y el modelo no constitutivo para el material Gent. Se busca entonces dar 
solución al problema elástico usando el método Buvnov-Galekrin de los elementos finitos. 
Para fines de comparación, se implementó la solución al modelo lineal y no lineal 
empleando dicho método y se construye una formulación para un elemento  finito 
cuadrilátero bidimensional de cuatro nodos. Para tal propósito se implementó un código en 
lenguaje de programación FORTRAN, apoyado por el solver matricial del software 
comercial Abaqus®. 
3.1 Método Galerkin, modelo Elástico Lineal 
Implementando el método de Galerkin para elementos finitos, se busca llevar la ecuación 
2.2 a la forma: 
  ∙  +    = 0     ⇨       +   = 0 3.1 
 
Que en resumen, para un elemento finito: 
     
  
       −     
  
     = 0 3.2 
 
Con ecuación constitutiva   =   . Donde   se construye a partir de la lectura de las 
propiedades del material. 
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Identificado el modelo lineal, se procede a definir la formulación del elemento cuadrilátero 
bidimensional, la cual será usada también en la solución del modelo hiperelástico. 
Un elemento cuadrilátero cualquiera en coordenadas cartesianas puede ser parametrizado 
en coordenadas locales como se muestra en la Figura 3-1: Elemento de cuatro nodos 
en coordenadas globales (izq.) y coordenadas locales (der.).  De tal manera que se 
puedan construir las funciones de forma, para este caso, funciones de Lagrange para dos 
dimensiones. 
Figura 3-1: Elemento de cuatro nodos en coordenadas globales (izq.) y coordenadas locales (der.) 
 
















(1 −  )(1 +  ) 
3.3 
El cual, mediante la integración por cuadratura de Gauss, se convierte en la matriz  .  
  =  
   0    0    0    0





Para un elemento isoparamétrico, las coordenadas globales ( , ) se pueden expresar en 
términos de las coordenadas locales ( , ). 
 ( , ) =      +      +      +      
 ( , ) =      +      +      +      
3.5 
Donde    y    son las coordenadas de cada nodo   del elemento cuadrilátero. Al mismo 































































Las expresiones anteriores se utilizan para hallar finalmente las derivadas de las funciones 






































































Donde la matriz Jacobiana de la transformación entre coordenadas es: 


















=     3.9 









































































Una vez obtenidas las matrices de cálculo   y  , se procede a integrar las ecuaciones 
sobre cada elemento para hallar   y   a nivel elemental mediante el método de integración 
por cuadratura de Gauss. La matriz de rigidez tangencial se obtiene integrando sobre el 
elemento: 
  =        Ω 
  
 3.11 
Luego el código realiza el ensamble global y aplicando el método Newton-Rhapson se 
obtiene la solución  . 
La Figura 3-2 describe la estructura de programación del código para la solución lineal. 
Donde se destacan las fases principales de la solución: Preproceso, donde se plantea la 
geometría del problema y se aplica el respectivo mallado conforme al tipo de elemento 
elegido; Proceso, donde se construye la solución a partir del método de elementos finitos; 
y Posproceso, donde se interpretan los resultados, en este caso, la solución genera un 
vector de desplazamientos a partir del cual se obtiene las deformaciones y los esfuerzos. 




Figura 3-2: Diagrama de flujo, modelo lineal 
 
 
3.2 Modelo Elástico No Lineal 
De manera similar se plantea la solución para el modelo elástico no lineal mediante el 
método de elementos finitos. Con la formulación estándar en desplazamientos, todos los 
problemas de mecánica de solidos se pueden escribir como el conjunto de ecuaciones: 
 ( ) =    
 
  Ω −   =  ( ) −   = 0 3.12 
 
Por el método de Newton-Raphson,  ( ) se interpreta como un vector de residuos o 
fuerzas residuales. Para el caso de configuración Lagrangiana Total: 





  Ω −   =  ( ) −   = 0 3.13 
 











Como bien se mencionó anteriormente, para el caso no lineal se usa un elemento 
cuadrilátero con funciones de forma lineales de Lagrange, por lo tanto se usa la misma 
formulación anterior, extrayendo las matrices de cálculo obtenidas   y   (ecuaciones 3.4 
y 3.10). Adicionalmente, se construye otra matriz equivalente a   con el objetivo de obtener 
los componentes separados del vector    /   , a esa matriz la llamaremos   . La matriz 




































































































































































































































































Con esta expresión se facilita calcular los tensores de deformación y esfuerzos de las dos 
configuraciones.  
3.2.1 Configuración Lagrangiana Total 
Para la formulación Total Lagrangiana se resumen los tensores necesarios para el análisis. 









(  −  ) 
  =    :  
3.18 
 
Donde el tensor   es el modelo constitutivo Saint Venant – Kirchhoff y es calculado a partir 
de la lectura de las propiedades del material tal como en el caso lineal. El siguiente paso 
es calcular las matrices de rigidez material (ecuación 2.136) y de rigidez geométrica 
(ecuación 2.139) obtenidas de la linealización: 










El teorema variacional aplicado al tensor de deformación Green-Lagrange como    =      
define la Matriz    la cual requiere otra construcción especial que sustituye a la matriz   de 
la formulación lineal: 
    =   +    
3.20 
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Donde   es la misma matriz que contiene la información de las derivadas de las funciones 
de forma usada en la formulación lineal (ecuación 3.10) y    es la parte no lineal y está 
definida por: 





















































































































































































Por dependencia de la expresión   /   en todos los componentes de   , se deduce que 
   = 0 en la configuración inicial o indeformada. 
Para la construcción de la matriz de rigidez geométrica, se usa el método recomendado 
por  K. J. Bathe [31] y Reddy [26], en los cuales se escribe la relación en una forma 
alternativa para facilitar la construcción de las matrices, de tal forma que: 







































































































        0 0 0
        0 0 0
0 0         0
0 0         0







Una vez obtenidas las matrices  ,     y     se procede a hallar las matrices de rigidez 
material y geométrica, usando la integración por cuadratura de Gauss. Al igual que en el 
procedimiento lineal, el código realiza el ensamble global y aplicando el método Newton-




    = − ( ) 3.25 
 
  
3.2.2 Configuración Lagrangiana Actualizada 
De manera análoga se calculan los tensores y las matrices de cálculo para la configuración 












  =   :   
3.26 
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Donde el tensor Cauchy-Green por izquierda ha sido renombrado como      para 
diferenciarlo de la matriz de las derivadas de las funciones de forma. El siguiente paso es 
calcular las matrices de rigidez material (ecuación 2.136) y de rigidez geométrica (ecuación 








Donde la matriz   es la misma construida en para el caso lineal (Ecuación 3.10) y la matriz 








        0 0 0
        0 0 0
0 0         0
0 0         0







La configuración actualizada refiere el ultimo estado de deformación al estado 
inmediatamente anterior, lo que implica que cada por iteración del método se deben 
actualizar las coordenadas de los nodos, esto resulta en una actualización de las funciones 
de forma y sus derivadas.  
Al igual que el procedimiento anterior, se resuelve el sistema usando el método de Newton-
Rhapson.  
En la Figura 3­3 se resume en un diagrama de flujo el algoritmo para la solución de un 
problema con el modelo Saint Venant – Kirchhoff, programado en FORTRAN, usando la 





Figura 3-3: Diagrama de flujo, código elástico no lineal, material Kirchhoff 
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La selección entre la formulación Lagrangiana Total y la formulación Lagrangiana 
Actualizada depende esencialmente de su efectividad numérica relativa al modelo usado. 
El uso de la matriz    en la FLT se debe al efecto del desplazamiento inicial en los términos 
lineales de la deformación, mientras que en la FLA solo se requiere la matriz   usada para 
el caso lineal. Por lo tanto, el cálculo del producto matricial   [  ]  requiere menos tiempo 
que    
 [   ]    en la formulación total. [31] 
3.3 Ejemplos Numéricos, Modelos Saint Venant – 
Kirchhoff y Neo Hookean 
Para validar el código programado se realiza un ejemplo de una viga en cantiléver de 10    
de largo, 1    de alto y 1    de ancho. El material tiene un módulo de elasticidad   =
12 x10      y un coeficiente de Poisson   = 0.2. La viga se asume en estado de esfuerzo 
plano. Se aplica una carga distribuida sobre el contorno superior. Se aplica una carga 
puntual de 5    hacia abajo, en el extremo derecho de la viga. 
Figura 3-4 Viga empotrada 
 





− 5 ∗ 10 
3 ∗ 12 ∗ 10  ∗
 
  
= − 1.6    3.30 
 








5 ∗ 10 ∗ 0.5
 
  
= 300     3.31 
 
En la Figura 3­5 se ilustra la solución para la configuración lagrangiana total, la solución 
en la configuración lagrangiana actualizada y la solución lineal son idénticas y presentan 
los mismos valores. Esto significa que la deformación de la viga ocurrió en la zona a 




Figura 3-5: Deflexión de la viga, desplazamiento vertical (  ) 
 
Figura 3-6: Esfuerzos en x, configuración Lagrangiana Total (abajo) 
 
La simulación arroja una pequeña diferencia entre el resultado del modelo lineal y el no 
lineal por valores pequeños: siendo 300     el valor esperado, la configuración no lineal 
indica un máximo de 305    . Lo anterior se debe a que la deformación en la zona no lineal 
tiene un mayor incremento y por lo tanto el esfuerzo. En el siguiente ejemplo se puede 
evidenciar en la curva fuerza-deformación, como a −5    el desplazamiento comienza a 
incrementar su valor de manera no lineal. 
Ahora, con la misma viga se aplica una carga que incrementa su valor en 0.5    por cada 
iteración.  
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Figura 3-7: Problema 2. Viga en cantiléver 
 
La figura 3-9 grafica la carga aplicada vs el desplazamiento vertical, medido en el nodo 
donde se aplica la carga (coordenadas 10,1). Se evidencia el comportamiento no lineal 
cuando las deformaciones son grandes. 
Figura 3-8: Deflexión transversal v (10,1), solución Lineal (izq.) y No lineal Total (der.) 
 
Se aplica luego una carga distribuida en el contorno superior e inferior de la viga, su 
incremento será de 0.1   , desde 0    hasta 20   . Este ejemplo es tomado del libro “An 
introduction to non linear fem analysis” [26] y sus resultados tomados como referencia para 
ser comparados con los arrojados por las simulaciones realizadas para los modelos, Saint 
Venant-Kirchhoff lineal, no lineal y Neo Hooke. 





Para implementar el modelo Neo Hooke se retoman las ecuaciones 2.111, 2.112 y 2.113. 
Si el material de la viga tiene un módulo de elasticidad   = 12 x10      y un coeficiente de 







= 5000 3.32 
   =
  
(1 +  )(1 − 2 )
=
0.2(12 10 )
(1 + 0.2)(1 − 0.4)
= 3333.3 3.33 
Con lo anterior se tienen las constantes para el tensor de esfuerzos, en este caso, de 
Cauchy, para una configuración actualizada 
  =    (   ln    −   (  −  )) 
3.34 
Ahora con   =    y   =    −   ln  
     
  =          +          +         3.35 
De esta forma se obtienen los tensores de esfuerzos de Cauchy y el tensor de elasticidad 
espacial para obtener las matrices de rigidez material      y de rigidez geométrica      , 
y así implementar la solución mediante la configuración actualizada. 
En Figura 3­10 se ilustra el desplazamiento vertical versus la carga distribuida aplicada 
para cada Modelo. Se analiza el error relativo máximo, tomando como referencia los datos 
descritos en [26]. 
 Error max. (SV-Kirchhoff) = 8% 
 Error max. (Neo Hookean) = 26% 
El error presentado en la simulación para el modelo Saint Venant-Kirchhoff es menor 
comparado con el Neo Hookean, resultado esperado ya que es un modelo diferente al 
empleado en el ejemplo del libro, el cual mide los desplazamientos hasta aplicar una carga 
de 16 lbs. A partir de esta medida el error aumenta, lo cual se puede atribuir a un error de 
redondeo. 
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Figura 3-10 Deflexión transversal v (10,0.5) en Modelos Neo Hookean y Saint Venant-Kirchhoff 
 
La distribución de esfuerzos sobre la viga deformada después de aplicar una carga de 
20    se muestra en la Figura 3­11 para el modelo Neo Hookean en la configuración 
actualizada.  
Figura 3-11 Distribución de esfuerzos de Cauchy (   ). Modelo Neo Hookean. Configuración actualizada 
 
Los esfuerzos son medidos en el extremo superior del empotre de la viga y comparados 
con los resultados del ejemplo. Nuevamente se mide el error relativo máximo respecto al 
ejemplo. 
 Error max. (SV-Kirchhoff) = 2.5% 





























 Error max. (Neo Hookean) = 31% 
En la Figura 3­12 se puede apreciar el comportamiento no lineal del esfuerzo axial en cada 
modelo. 
Figura 3-12 Esfuerzo axial     (0,1) 
 
El error relativo máximo para el modelo Saint Venant – Kirchhoff es mínimo (2.5%) y puede 
deberse a redondeo o acumulación de decimales ya que aumenta con la magnitud del 
esfuerzo medido. Recordemos que el cálculo se realiza acumulando los esfuerzos hallados 
a partir de los desplazamientos encontrados.  
En cuanto al modelo Neo Hooke es predecible su error ya que es un modelo distinto al 
empleado en el ejemplo. Sin embargo, para el comportamiento del esfuerzo, podemos 
verificar su cercanía al modelo lineal, recordando que es una extensión a grandes 
deformaciones de la ley de Hook lineal para materiales isotrópicos y que el tensor de 
elasticidad espacial para la configuración actualizada toma la misma forma que la ley de 
Hooke para pequeñas deformaciones, excepto por la dependencia del módulo 
cortante[27]. 
Es importante mencionar, que en el código implementado, los desplazamientos y los 
esfuerzos se van acumulando en variables globales que son luego leídas para su análisis. 
Los valores almacenados van siendo actualizados en cada iteración, de esta forma, la 

























Saint Venant - Kirchhoff
Neo Hooke
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magnitud de la carga que se aplica en cada iteración debe ser su incremento constante, 
es decir, no se debe sumar en cada iteración al ser aplicada en el contorno. 
De esta manera se puede validar el código implementado para ambos modelos, teniendo 
en cuenta que el algoritmo es el mismo, pero cambiando las ecuaciones que definen el 
cada modelo al hallar los tensores de esfuerzos de Cauchy y SPK. 
3.4 Modelo Neo Hooke, Condrocito Hipertrófico 
El modelo Neo Hooke es la aproximación más sencilla de los modelos hiperelásticos, la 
facilidad de su implementación lo convierte en un modelo usado en campos como la 
biomecánica. Una aplicación importante, la hace Wilson et al. en [32] para modelar la 
mecánica de la hipertrofia de los condrocitos, células componentes del tejido cartilaginoso, 
la cual es implementada como aplicación del método. 
La hipertrofia de los condrocitos es una de las características de la osteoartritis, así como 
de varias patologías del crecimiento. Durante la hipertrofia ocurren cambios en la actividad 
de producción de colágeno en la célula y en la matriz extracelular. El volumen del 
citoplasma intracelular se incrementa gradualmente junto con la presión osmótica 
generada por la acumulación intracelular de osmolitos orgánicos. Aunque la cuantificación 
de los efectos de las propiedades electro-químico-mecánicas ha sido difícil de comprobar, 
lo anterior se puede atribuir como parcialmente responsable del incremento de volumen de 
la célula de 4 a 5 veces su tamaño original. Para mantener ese incremento la matriz 
extracelular también debe deformarse en las mismas proporciones. Los mecanismos 
detrás de los grandes aumentos de volumen no han sido explicados aun, por lo cual este 
fenómeno amerita una cuidadosa evaluación cuantitativa de los principios mecánicos 




Figura 3-13 Cartílago de la placa de crecimiento [33]. 
 
Los cambios en la constitución extracelular e intracelular son clave para entender la 
biomecánica de la hipertrofia. El cambio de volumen en la matriz es menor que el cambio 
de volumen de la célula, aunque los dos incrementan su tamaño en la hipertrofia. El 
esquema de la Figura 3­14 muestra gráficamente la proporción del incremento de los 
volúmenes de los condrocitos en su transición de estado de proliferación a estado 
hipertróficos, medidos experimentalmente. 
Figura 3-14 Incremento del volumen de la célula y la matriz extracelular 
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Durante observaciones realizadas por Ortega et al. en [34] se encontró que las células 
hipertróficas muestran un metabolismo activo de colágeno. Con el fin de proveer una 
explicación mecánica a la relación entre la síntesis de colágeno y la hipertrofia se presenta 
una herramienta que capture el comportamiento mecánico del colágeno y proteoglicanos, 
permita cambios en la composición del tejido, y pueda calcular las sus deformaciones. 
En una adaptación del modelo Neo Hook usado para modelar la mecánica del cartílago, 
se busca que las concentraciones de colágeno y proteoglicanos puedan cambiar en el 
tiempo y su efecto se vea reflejado en la deformación del tejido. Los parámetros de entrada 
se obtienen de diversos estudios sobre la placa epifisieal, buscando corroborar los 
resultados experimentales analizados en [32]. Adicionalmente se aplica una carga axial, a 
tensión o compresión para comprobar el principio de Hueter-Volkmann, el cual indica que 
el crecimiento del hueso en placas epifisieales depende de la carga aplicada, reduciéndolo 
a compresión y aumentándolo a tensión, y es predominante en los cambios de la tasa de 
crecimiento hipertrófico y el tamaño final de las células hipertróficas. 
El siguiente modelo, basado en el modelo Neo Hook, se aplica para capturar el 
comportamiento mecánico de un condrocito hipertrófico y su matriz extracelular asociada 
y se incluye el efecto de la presión de inflamación causada por la carga de proteoglicanos 
y la restricción que ejercen las fibras de colágeno. El esfuerzo total está dado por: 
     = −   












Donde    es el potencial químico del agua, Δ  el gradiente de presión osmótica,   el tensor 
identidad de segundo orden,   ,  es la fracción de volumen solido inicial, siendo la fracción 
de volumen de fluido    el complemento del volumen total:    +    = 1. El tensor     
contiene los esfuerzos en la matriz no fibrilar,   
  el esfuerzo fibrilar,  ⃗ 
   la dirección de las 
fibras,   
   la fracción de las fibras con respecto al volumen sólido,   el número de cada 









Donde    y    son el módulo de elasticidad y de compresibilidad de las fibras de colágeno 
y   
   es la deformación en dirección de las fibras. Las constantes se indican más adelante. 





   ln( ) +  (    −  
 
  )  3.38 
Donde   es el gradiente de deformación y   = det ( ), y el módulo de compresibilidad   y 









Siendo   el módulo de elasticidad y   el coeficiente de Poisson. 
Se asume que la presión osmótica Δ  depende del número de cargas fijas en los 






        − 2Φ          3.41 
Donde Φ  y    representan los coeficientes osmóticos y de actividad fibrilar 
respectivamente. Para efectos de simplicidad, se asumen iguales los coeficientes [35] 
Φ    = Φ    =       =      = 1 3.42 
  es la constante universal de los gases,   es la temperatura absoluta,      la 
concentración salina externa,      la densidad de carga fija relacionada con el fluido 
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Donde      es la fracción de agua extrafibrilar, y sus valores fueron calculados por 
Maroudas  et. al. [36], siguiendo los valores encontrados en sus experimentos se usará un 
valor de 0.56 para un volumen de fluido del 70% (  ). El coeficiente    es la densidad de 
carga fija y se relaciona linealmente con el contenido de proteoglicanos en el tejido     a 





Donde    es la fracción de volumen de fluido definida por    =   /(   +   ). El volumen 
total de la parte solida de la matriz está ocupado por colágenos y la matriz no fibrilar 
(proteoglicanos)    =      +    . Por lo tanto las fracciones de volumen de la fase sólida y 
la fase suman uno    +      +     = 1. 
El proceso de la hipertrofia comienza con la síntesis de la matriz, para la cual se adiciona 
volumen de colágeno       y/o proteglicanos      por cada iteración calculada. Continúa 
una fase de hipertrofia celular en la cual se mantiene los valores de las propiedades 
descritas. El valor de estas constantes se consigna en la siguiente tabla: 
Tabla 1 Propiedades usadas para la célula, matriz pericelular, matriz interterritorial y fibras de 
colágeno [32] 
 Célula PCM ITM Fibras 
Parámetros mecánicos 
   (   ) 0.018 0.0903 0.903  
   (   )    4.316 
  (− )    16.85 
     (   /  ) 0.467 0.61 0.61  
Parámetros fisiológicos 
     ( 
 )  0.079 0.059  
     ( 






Puestos estos valores en la ecuación de esfuerzos de Cauchy para el modelo Neo Hooke, 
se programa en código Fortran para su simulación. En la formulación del modelo Neo 
Hooke para una configuración Lagrangiana Actualizada, se requiere hallar el tensor de 
elasticidad espacial      
  , el cual toma la misma forma que la descrita en la ecuación 2.112, 
ya que se halla derivando el tensor de esfuerzos de Cauchy con respecto al tensor 
gradiente deformación, y los términos adicionales incluidos en el esfuerzo total (presión 
osmótica y esfuerzos en la matriz fibrilar) no involucran dicho tensor, haciendo su derivada 
















De esta forma el tensor de elasticidad espacial es: 
     




           +          +          3.46 
Y expresado en notación Voigt 
[   





  + 2    0
    + 2  0
0 0  
  3.47 
Una vez definido el modelo, se procede a construir la malla del dominio del problema. Se 
toma la geometría de un condrocito en proliferación como volumen inicial. El problema se 
modela en dos dimensiones tomando la mitad de la célula y parte de su matriz extracelular, 
teniendo en cuenta su eje de simetría, con una malla de 466 elementos cuadriláteros y 516 
nodos. El dominio bidimensional se divide en tres regiones como muestra la Figura 3­16, 
representando la célula (verde), la matriz pericelular PCM (amarilla) y la matriz 
interterritorial fibrosa ITM (violeta). El eje vertical en la izquierda y su restricción en 
dirección radial indica el problema axisimétrico. Se aplica una restricción al desplazamiento 
   ,  0.3 0.172 0.154  
    ,   0.131 0.148  
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en dirección radial sobre la frontera derecha y en dirección axial sobre la frontera inferior 
para mantener un entorno fijo mientras la célula dentro de ese entorno (matriz pericleular) 
puede crecer en dirección radial y axial. 
Figura 3-15 Micrografía del condrocito en el área de transición de la zona de proliferación a la zona 
hipertrófica, y su geometría abstraída para configurar la malla [32]. 
 
Figura 3-16 Malla de elementos finitos para la célula y su matriz extracelular asociada.  
 
La hipertrofia del condrocito se simula corriendo el código continuamente y adicionando 
proteoglicanos y colágenos por cada iteración. Se evalúa el modelo con respecto al 
principio de Hueter-Volkmann aplicando una carga axial a tensión de 0.1     en la frontera 
superior, de esta forma se estimula el crecimiento de la célula y la matriz. 
En términos de tiempo de crecimiento de la placa, cada iteración equivale a un día de 
observación, sin embargo los efectos mecánicos ocurren en minutos. Para efectos de la 
simulación, se impuso una restricción a las iteraciones: en razón a que la malla puede 
crecer verticalmente a causa del estímulo mecánico sobre la frontera superior, se detiene 
la simulación al tiempo que la célula detiene su crecimiento horizontal. De esta forma se 





El primer análisis parte de una observación cualitativa del crecimiento de la célula, al 
comparar las micrografías de células en su transición de la zona de proliferación a la zona 
hipertrófica, tomadas de tejidos cartilaginosos de cerdos miniatura de 4 a 5 meses de 
nacidos. La comparación es rigurosa en cuanto a la medición de las dimensiones de la 
célula, haciendo énfasis en la altura de la misma ya que se genera un cambio sobre la 
dirección en la cual es aplicado el estímulo.  
Las micrografías muestran en la zona hipertrófica, un crecimiento en altura de 3 a 5 veces 
su valor inicial. La primera simulación eleva el crecimiento hasta alcanzar una altura de 3 
veces la inicial (de 5.3      15.2     aprox.). 
Figura 3-17 Simulación del crecimiento del condrocito hipertrófico 
 
Durante la simulación se puede apreciar el crecimiento del volumen de la célula al llegar 
al estado hipertrófico. La simulación arroja un crecimiento celular de 3.1 veces su volumen 
original, la matriz extracelular incrementó 2.6 veces mientras que la matriz interterritorial 
aumento 1.9 veces comparado con su volumen inicial. 
Figura 3-18 Comparación de resultados, micrografía y simulación Wilson et. al. [32] 
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Los resultados se pueden comparar con lo demostrado por Wilson [32] en el cual, la célula 
incrementa su tamaño hasta que su altura llega a 5 veces la inicial (28   ), a una tensión 
inicial de 0.1     (Figura 3­18). Se evidencia gran similitud con los datos medidos 
experimentalmente y simulados por Wilson. [32] 
La altura que toma la célula con respecto al volumen de proteoglicanos incrementados 
muestra una relación directa (Figura 3­19), debido al término de la presión osmótica y su 
incremento de presión de inflamación causada por los proteoglicanos. 
Figura 3-19 Relación Altura celular -       
  
Para la simulación bajo las condiciones anteriormente descritas, se miden los esfuerzos 
que soporta cada zona analizada. En la Figura 3­20 se observa un incremento de los 
esfuerzos en la zona pericelular cercana a la célula, debido al crecimiento de la misma. La 
matriz intracelular, al tener el módulo de elasticidad más alto que las otras zonas, y 
adicionar el efecto del esfuerzo fibrilar en dirección vertical, evidencia un alargamiento axial 





























Figura 3-20 Esfuerzos sobre la célula y la matriz extracelular (ECM) 
 
Los esfuerzos no son medidos en los datos experimentales, por lo cual no se puede 
comparar un resultado exacto, sin embargo cabe denotar que la herramienta analizada 
logra captar las magnitudes de los esfuerzos en las zonas de influencia por el crecimiento 
hipertrófico. 
Dados los parámetros fijos de entrada y después de actualizar los que describen la 
inflamación del al célula (     y    ), la simulación se aproxima a los datos experimentales 
y simulados expuestos por Wilson et al [32], incluyendo la altura y el volumen de la célula, 
la PCM y la ITM, demostrando que la hipertrofia puede de hecho resultar de cambios 
mecánicos en la matriz extracelular y la célula como tal y los parámetros mecánicos 
pueden ser medidos y predichos, como los esfuerzos soportados por la matriz. 
La modulación de la carga, de tensión a compresión, (−0.1   ) muestra un cambio en 
cuanto al crecimiento de la célula en el mismo número de iteraciones. Con respecto a la 
altura de la célula, su tasa de crecimiento disminuyó en un 21%. Este porcentaje varía 
experimentalmente, dependiendo de la especie y del origen del tejido seleccionado (20% 
vertebra y 15% tibia).  
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Figura 3-21 Crecimiento con carga a tensión y a compresión. 
 
La estimulación de la carga predomina sobre el incremento del tamaño de la célula, tal 
como lo propone Hueter-Volkmannn. La simulación arroja un resultado esperado y se 
procede a medir los esfuerzos axiales.  
Figura 3-22 Crecimiento de la célula con carga a compresión 
 
Una concentración de esfuerzos en la frontera de la PCM y la ITM es notoria en la 
compresión, la ITM representa la zona solida por presencia de las fibras de colágeno, la 
resistencia al crecimiento generada por la carga a compresión en una zona con baja 
influencia de proteoglicanos se ve afectada más por la carga que por el mismo crecimiento, 


























mientras que la célula aumenta su tamaño ejerciendo pocos esfuerzos hacia la matriz 
pericelular. 
Es importante denotar los efectos de la acción mecánica como estimulación adicional en 
el crecimiento hipertrófico de la célula, teniendo en cuenta que el principal estímulo es el 
volumen de proteoglicanos y la restricción del colágeno. El crecimiento de la célula 
hipertrófica fue simulado con éxito con el modelo NeoHooke. 
 
3.5 Modelo Hiperelástico Gent 
Como ejemplo de validación del código programado se tomó un problema de grandes 
deformaciones formulado para medir los esfuerzos generados en el esparcimiento de una 
célula entre dos microplacas. El articulo presentado por Monteiro et al. [37] estudia el 
esparcimiento de la célula en sus primeros pasos. Vista la célula como un globo lleno de 
fluido incompresible, se consideran dos componentes principales: la membrana celular y 
el citoplasma. Aunque cada parte de la célula tiene una composición compleja, por 
simplicidad se asume que son continuas, homogéneas e isotrópicas. 
Figura 3-23: Fotografía del esparcimiento de la célula entre dos microplacas paralelas. [37] 
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La célula es modelada teniendo en cuenta la diferencia que existe entre el citoplasma y la 
membrana celular, en cuanto a su comportamiento mecánico y composición. Es por eso 
que las dos fases cuentan con módulos de elasticidad   diferentes. Los valores sugeridos 
en el artículo son:   = 100    para el citoplasma y   = 1000    en la membrana. 
Basado en el trabajo de Gent [11], Horgan y Saccomandi [12], Monteiro usa como la más 
adecuada, la formulación del modelo Gent para un material isotrópico compresible 


























El valor sugerido para    es de 100 en las dos fases de la célula. Fue escogido 
arbitrariamente ya que genera una buena aproximación para los modelos experimentales 
del caucho vulcanizado[13]. 





=     (   −   − 1)    +  
  
   −    + 3
      3.51 
Y por la ecuación 2.107 se obtiene el tensor de esfuerzos de Cauchy: 
  =          = 2     
 ψ( )
  
   =     (   −   − 1)  +  
  
   −    + 3
     3.52 
Derivando el segundo tensor de Piola-Kirchhoff con respecto al tensor   se obtiene el 














   = 2   
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   =   (2   −   − 1 ) 
3.54 











Y aplicando la operación push­forward al tensor de elasticidad material, se obtiene el tensor 
de elasticidad espacial: 
     
  =                      
    3.56 
Finalmente, la discretización del problema mediante el método de Galerkin lleva al sistema 
de ecuaciones lineales cuya forma matricial es: 
    = −  3.57 
Para un análisis en configuración Total: 



























Dada la geometría de la célula, se realiza un mallado para una aproximación bidimensional 
axisimétrica (Figura 3­24). Por lo tanto, se toma solo un cuarto del plano mallado para 
realizar la simulación (Figura 3­25). 
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Figura 3-24: Izq. fotografía de la célula en su estado inicial. Der. Mallado bidimensional con elementos 
cuadriláteros 
 
Las condiciones de contorno y la carga aplicada se pueden visualizar en la Figura 3­25. 
Se modela el problema como un caso axisimétrico en el cual el eje de simetría ubicado en 
la frontera izquierda impone una restricción de desplazamiento de en dirección radial, 
mientras que a las fronteras inferior y superior se aplica una restricción de desplazamiento 
en dirección radial, teniendo en cuenta que la célula actúa entre dos microplacas 
horizontales. El contorno derecho no tiene restricción de desplazamiento representando 
las paredes verticales que están libres y sobre las que es notoria la deformación según las 
micrografías. La carga es aplicada en los primeros nodos de la frontera derecha 
consiguientes a la frontera superior y tiene componentes en dirección   y  . Esta carga 
sirve como estímulo mecánico para reproducir el desplazamiento de la célula sobre las 
microplacas. 
El área de análisis se discretiza en 815 elementos y 910 nodos con una malla refinada en 
la zona correspondiente a la membrana celular. 





Se realiza la simulación para una carga aplicada que aumenta su magnitud de 0.1    por 
cada iteración. En la Figura 3­31 se indica el diagrama de flujo del código usado para lograr 
una simulación por el método de elementos finitos. 
El objetivo de esta simulación, es reproducir el experimento mostrado en el artículo, 
mediante un modelo sencillo de la mecánica estructural celular, midiendo el cambio de la 
forma y los esfuerzos generados durante el esparcimiento de la célula entre dos 
microplacas. Para una configuración actualizada, los desplazamientos nodales generan 
resultan en la geometría mostrada en la Figura 3­26. La deformación generada se asemeja 
a la fotografía de la Figura 3­23.  
Figura 3-26 Desplazamientos en dirección radial para   =   .    ,     ,             
 
El modelo permite predecir la concentración de esfuerzos en el límite del área de contacto 
entre la célula y el sustrato. Las mediciones experimentales se comparan con la simulación 
para demostrar la exactitud del modelo. En la Figura 3­27 izquierda se puede comparar los 
datos experimentales (círculos) y la simulación realizada por Monteiro en la cual compara 
distintos valores para el módulo de elasticidad de la membrana celular. A la derecha la 
deformación radial medida en la simulación con el módulo de elasticidad de 1000   . 
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Figura 3-27 Fuerza vs Deformación radial, izq. Experimento. der. Simulación  
 
Es importante resaltar que de los parámetros que definen las propiedades mecánicas del 
modelo, solo el módulo de elasticidad difiere entre la membrana y el citoplasma. Una 
membrana con características mecánicas dominantes soporta la concentración de 
esfuerzos en los bordes de la célula que se generan durante el fenómeno analizado. 
La Figura 3­28 muestra la relación entre la deformación de la célula y los esfuerzos 
generados en el proceso. En el caso de los esfuerzos radiales, se puede observar como 
su distribución e incremento se da en la corteza de la célula, en la zona de contacto con la 
microplaca.  






Las mediciones experimentales de los esfuerzos axiales en las microplacas coinciden con 
la concentración de esfuerzos en la membrana (Figura 3­29), particularmente en la zona 
de contacto entre la célula y la microplaca. [37] 
Los resultados de la simulación le permitieron a Monteiro concluir que la concentración de 
cargas en los bordes de la célula, puede explicar porque los focos de contacto, o sitios de 
adhesión, se distribuyen en la periferia de la célula, características estudiadas para un 
modelo de adhesión. 
Figura 3-29 Esfuerzos axiales por una carga de       (   .)       (   .) 
 
 
La curva fuerza-desplazamiento (Figura 3­30 Fuerza aplicada vs. Desplazamiento.), 
medida para el nodo en el que es aplicada la carga, demuestra un comportamiento no 
lineal, sin falsas oscilaciones o inestabilidad numérica, a pesar de llevar el cuerpo a 
grandes deformaciones. 
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Figura 3-30 Fuerza aplicada vs. Desplazamiento. 
 
El modelo hiperelástico Gent se aproxima bastante a los resultados experimentales 
medidos en [35], se calcula un error relativo del 8.2% siendo suficiente para validar el 
método y el modelo usado. 
El código implementado se resume en el diagrama de flujo de la Figura 3­31. Como 
recomendación en la implementación de un modelo de este tipo, se debe escoger un 
incremento de la carga adecuado que permita generar los desplazamientos y se procese 













4. Conclusiones y recomendaciones 
4.1 Conclusiones 
El presente trabajo estudia el fenómeno de hiperelasticidad explicado a través de la 
mecánica del medio continuo e implementado mediante el método Galerkin en elementos 
finitos. Los ejemplos numéricos presentados en el capítulo anterior verifican el 
comportamiento elástico de los materiales sometidos a cargas, bajo unas condiciones de 
contorno específicas para cada problema. Se presentan los algoritmos de solución por 
medio del método de elementos finitos y las simulaciones realizadas mediante la 
formulación lineal y no lineal. Particularmente, el modelo Saint Venant – Kirchhoff se usó 
para solucionar un típico problema de elasticidad como lo es la viga empotrada bajo una 
carga puntual o distribuida. Se comparó la solución lineal con la solución en configuración 
Lagrangiana Total. Se evidencia el comportamiento esperado ilustrado en la literatura, 
validando así el código programado y el método implementado. 
El modelo hiperelástico NeoHooke se implementó para el problema de la viga empotrada 
y se pudo comparar los resultados con el modelo lineal y el modelo Saint Venant –  
Kichhoff. Se evidencia comportamiento no lineal aunque su respuesta es más cercana al 
modelo lineal. El resultado es esperado ya que el tensor de elasticidad espacial      
   
expresado en notación Voigt para la configuración actualizada toma la misma forma que 
la matriz de elasticidad lineal   en la ley de Hooke para pequeñas deformaciones, excepto 
por la dependencia del módulo cortante. 
Se realiza una implementación del código programado para la solución no lineal de modelo 
NeoHooke que describe el comportamiento elástico del crecimiento de un condrocito 




comparados con micrografías de las células en su transición de estado de proliferación a 
estado hipertrófico, realizando una validación dimensional cualitativa y cuantitativa 
midiendo la altura y el volumen que alcanza la célula y la matriz extracelular, demostrando 
que es posible capturar la hipertrofia en una evaluación de parámetros mecánicos. De esta 
forma se pudo demostrar también, que el principio de Hueter – Volkmann puede ser un 
resultado directo de las condiciones mecánicas. 
Adicionalmente se miden los esfuerzos sobre cada zona estudiada y se comparan los 
resultados con una carga a tensión y a compresión que estimula el crecimiento. Estos 
resultados no han sido medidos experimentalmente, por lo que se espera en una 
investigación futura, determinar dichos valores para validar la predicción de los esfuerzos 
internos que sufre el tejido durante el proceso hipertrófico. 
El modelo hiperelástico Gent, un modelo propuesto recientemente y con gran aceptación 
en la sociedad científica, es explorado en la aplicación implementada por Monteiro et al. 
[37]. El algoritmo final se programó en lenguaje Fortran usando la subrutina UEL de 
Abaqus, y siguiendo los parámetros sugeridos se llegó a un resultado muy semejante al 
presentado en ese artículo. De la misma manera, se miden los esfuerzos en la membrana 
celular durante el proceso de adhesión a una superficie. En este caso, los esfuerzos fueron 
medidos experimentalmente por Monteiro y sus datos fueron comparados con la 
simulación. 
Las propiedades mecánicas de la célula se mantienen constantes durante toda la 
simulación, de tal forma que la célula es considerada un material pasivo a pesar de su 
naturaleza dinámica. Es de notar que describir el comportamiento mecánico a través de un 
módulo de elasticidad constante no significa que la actividad celular no sea tenida en 
cuenta. De hecho, los parámetros de la reología celular indica la dependencia de actividad 
contráctil (pre-esfuerzos [38] y motores de Myosin II [39]) claramente involucrada en la 
generación de fuerzas. De esta forma, se podría decir que los valores del módulo de 
elasticidad usado para la simulación, podrían ser funciones de la actividad contráctil 
celular, y usarlo para la generación de un modelo que contemple dichos parámetros. 
El modelo mecánico usado muestra una concentración de esfuerzos en la periferia del área 
de contacto entre la célula y el substrato, lo cual coincide con  los resultados de otros 
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modelos (Célula Homogénea y célula con fases sólida y liquida). Así, esta observación no 
se debe específicamente a una estructura mecánica dada, se puede afirmar que se debe 
más a la geometría de la deformación, teniendo en cuenta que el área de concentración 
de esfuerzos coincide con los puntos de adhesión. Esta hipótesis se podría poner a prueba 
con un experimento que combine una medición de esfuerzos y una visualización de focos 
de adhesión, y posteriormente comparar con un modelo de adhesión. 
La validación del algoritmo sobre la estructura celular demostró las ventajas del modelo 
hiperelástico Gent. Las respuestas numéricas logradas mostraron comportamientos 
similares a los reportados experimentalmente y aproximaciones con exactitudes 
aceptables. 
4.2 Recomendaciones 
Encontrar un modelo mecánico simple para la estructura de la célula y simular su 
comportamiento, puede llevar a un entendimiento más acertado de la interacción entre el 
proceso de esparcimiento celular y la generación de esfuerzos dentro de la célula. Lo 
anterior se evidenció para los modelos hiperelásticos NeoHooke y Gent, sin embargo el 
modelo se puede extender a la suposición de un comportamiento viscoelástico al interior 
de la célula y elástico en su membrana, o bien, como lo propuso Monteiro, un modelo poro-
hiperelástico teniendo en cuenta que la fase solida corresponde a la membrana celular, 
citoesqueleto y organelos, y la fase fluida corresponde al citoplasma. 
De igual forma, es posible extender la aproximación de la hipertrofia del condrocito a un 
modelo poro-hiperelástico, o bien viscoelástico no lineal, pues en la literatura encontrada, 
el tejido cartilaginoso, al ser un tejido poroso, puede ser mejor representado 
matemáticamente por un acople poro-elástico, analizando a su vez las presiones internas 
del fluido compuesto por los osmolitos orgánicos. 
Así mismo, la importancia de validar los resultados simulados con datos experimentales 
genera confianza en futuras simulaciones o en el cálculo de parámetros difíciles de medir 
experimentalmente. Sería de buen provecho, analizar los esfuerzos medidos en la 




Un grupo de parámetros pueden optimizar la aproximación de las simulaciones a los 
resultados de experimentos tal como se vio en el caso de la simulación de esparcimiento 
de la célula en [37]. Es necesario evaluar la sensibilidad del modelo ante los cambios de 
dichos parámetros, ya que el rango sugerido en la publicación para el módulo de 
elasticidad y coeficiente de Poisson es bastante amplio y con poca variación en los 
resultados.  
Durante la implementación de los modelos para grandes deformaciones, se evidenció 
como inconveniente las deformaciones de los elementos en las zonas críticas, los cuales, 
al presentar deformaciones considerablemente grandes en una dirección, los elementos 
se traslapaban y generaban inestabilidad en los desplazamientos y por lo tanto una 
respuesta errada. Como solución se implementó una malla más fina en la zona criticas 
facilitando los desplazamientos nodales. Sin embargo, es recomendable implementar una 
técnica de remallado para obtener una respuesta más acertada. 
Extender el estudio a un análisis dinámico es necesario para muchos problemas de 
elasticidad en tejidos suaves. Ya que su implementación no representa gran dificultad, se 
puede explorar diferentes métodos de discretización temporal en su aplicación. 
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